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Abstract (English)

This article represents a translated and revised version of the paper “A Simplified Introduction to Music
Algebra: from the Scale Vectors to the Modal Tensor”. In this paper we take a step forward towards the
attainment of a formalism that allows to establish a deeper connection between Music and Algebra. Starting
from the writing of the lonian Scale as a Vector, we define the lonian Modal Tensor. We prove that all the
Scales that derive from the lonian Mode, as well as all the corresponding Seventh Chords, herein considered
as being Scalars, can be obtained from the above-mentioned Tensor by resorting to the concepts of Standard
Basis and Dot Product. Moreover, by opportunely summing the Vectors of the Standard Basis to each other,
we define some Fundamental VVectors such as the "Monk — Powell" Vector and the "Guide Notes" one.
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Abstract

Quest’articolo costituisce un passo avanti verso 1’ottenimento di un formalismo che consenta di stabilire
una connessione piu profonda tra Musica e Algebra. Partendo dalla scrittura della Scala lonica in forma
vettoriale, si perviene alla definizione del Tensore Modale lonico. Si dimostra come tutti i Modi derivanti
da quello lonico, cosi come i corrispondenti Accordi di Settima, in questa sede trattati alla guisa di scalari,
possano essere ottenuti dal Tensore di cui sopra ricorrendo ai concetti di Base Standard e Prodotto Scalare.
Inoltre, sommando opportunamente tra di loro i vettori della Base Standard, vengono agevolmente dedotti
alcuni vettori fondamentali quali il “Monk — Powell” e quello delle “Note Guida”.
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1. BREVE INTRODUZIONE

Inizieremo dalla definizione della Scala lonica in forma vettoriale. Le componenti del vettore che
andremo a costruire consisteranno, assai banalmente, nei gradi della scala. La stessa procedura,
naturalmente, é applicabile alla totalitd delle scale derivanti da quella lonica. Successivamente,
definiremo il Tensore Modale lonico: da quest’ultimo, sfruttando le nozioni di Base Standard e
Prodotto Scalare, verra agevolmente dedotto il Vettore degli Accordi di Settima. Com’¢ facile
intendere, una ragionevole comprensione della trattazione richiede il possesso di una padronanza
minima dei concetti fondamentali relativi ai Vettori e alle Matrici.
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2. SCALE IN FORMA DI VETTORI

Se indichiamo X una generica nota appartenente alla scala Cromatica, e con t un intervallo pari ad
un tono intero [1] [2], possiamo rappresentare la scala lonica in forma vettoriale:

5 7 9 11
shon(x) = (X,X +t,X+2t,X +§t,X +§t,X +§t,X +7t> (1)

Ad esempio, ponendo X = C, dalla (1) otteniamo:
slr(¢) = (C,D,E,F,G,A,B) (2)

Naturalmente, qualsiasi scala pud essere rappresentata in forma vettoriale. A tal proposito,
consideriamo la totalita delle scale deducibili da quella lonica (Dorica, Frigia, Lidia, Misolidia,
Eolica, Locria) [3] [4]. Tenendo a mente I’armonizzazione della lonica, indicando con s'°™" il vettore
scala derivato dall’n-esimo grado della scala lonica (n rappresenta un intero positivo il cui valore &
compreso tra 1 e 7), possiamo scrivere, con ovvio significato della notazione, quanto segue:

Slon,l(X) — Slon(y) Y =X (3)
slon2(x) =sPor(y) Y=X+t¢ (4)
slon3(x) =sP(y) Y =X+2t (5)
5
slont(X) =svi(y) Y=X+ >t (6)

. 7
s'MS(X) = sME(Y) Y =X+t (7)
9
sIMO(X) = s40(Y) Y =X+t (8)
Ion,7 Loc 11 9
s'OM(X) = s°(Y) V=X+—t 9)

E chiaramente contemplabile I’applicazione della procedura inversa: in altri termini, possiamo
selezionare un modo (tra quelli finora considerati) e determinare la scala lonica dalla quale il suddetto
deriva (se selezioniamo un modo ed impostiamo Y, possiamo determinare X). Ad esempio, siccome
il modo Dorico scaturisce dal secondo grado della scala lonica [3] [4] [5] [6] [7], possiamo
immediatamente scrivere, in virtu della (4), quanto segue:

SPT(Y) =S (X)X =Y -t (190

Ponendo X = C, da (3), (4), (5), (6), (7), (8) e (9) otteniamo, rispettivamente:
slon1(c) = s'*(¢) = (C,D,E,F,G,A B) (11)
slon,Z(C) — SDOT‘(D) = (D,E,F,G,AB,C) (12)
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slon3(¢) = sP"(E) = (E,F,G,A,B,C,D) (13)
slont(¢) = stv4(F) = (F,G,A,B,C,D,E) (14)
slons(C) = sMix(G) = (G,A,B,C,D,E,F) (15)
sion6(C) = s4¢°(A) = (A,B,C,D,E,F,G) (16)
sion7(¢) = sto¢(B) = (B,C,D,E,F,G,A) (17)

3. IL TENSORE MODALE

Prendendo in considerazione (11), (12), (13), (14), (15), (16) e (17), otteniamo una matrice di note in
cui righe e colonne rappresentano nulla piu che i vettori scala derivati dal modo lonico:

C D E F G A B
D E G A B C
E F G A B C D

M°"(C)=|F G A B C D E (18)
G A B C D E F
A B C D E F G
B ¢ D E F G A

La suddetta matrice rappresenta il tensore modale lonico, indicato con M'", Sottolineiamo che “M”
e scritto in grassetto, siccome non indica uno scalare, e in maiuscolo, al fine di creare una distinzione
tra tensori e vettori, quest’ultimi indicati, in questa sede, adoperando caratteri minuscoli. 1l tensore
modale lonico é simmetrico: pertanto, con ovvio significato della notazione, abbiamo:

Mg = mjer (19)

Di conseguenza, se denotiamo, ancora una volta, con s'°™" il vettore scala derivato dall’n-esimo grado
della scala lonica, possiamo evidentemente scrivere:

Ionn __ Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion
S - Mnl anZ 'Mn3 an4 'MnS 'Mn6 'Mn7 (20)
Ionn __ (Mlon Mlon MIon MIon Mlon MIon Mlon (21)
&) - in »#2n »™M3n » M4n » M50 2 en 2 P Tn

Consideriamo adesso la base standard dello spazio Euclideo a 7 dimensioni (%'):

d! = (1,0,0,0,0,0,0) (22)
d? = (0,1,0,0,0,0,0) (23)
d? = (0,0,1,0,0,0,0) (24)
d* = (0,0,0,1,0,0,0) (25)
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d® = (0,0,0,0,1,0,0) (26)
d® = (0,0,0,0,0,1,0) (27)
d’ = (0,0,0,0,0,0,1) (28)

La base standard & costituita da sette vettori fondamentali. Evidentemente, ogni vettore fondamentale
¢ caratterizzato dall’avere tutte le componenti nulle, tranne quella specificata dall’apice, uguale ad 1.

A questo punto, & agevole comprendere come un generico vettore scala s'°™" possa essere ottenuto a
mezzo del prodotto scalare tra il tensore modale e 1’n-ennesimo vettore fondamentale:

Slon,n(X) — Mlon(X) - dm (29)
Ad esempio, considerando (5) e (29), abbiamo:
sPhr(y) = slom3(x) = Mo"(X)-d® Y=X+2t (30)

Dalla (30), ponendo X = C, otteniamo immediatamente:

sPhT(E) = slon3(¢) = Mon(C) - d3 (31)

C D E G A B0] [E-

D E F G A B cllo] IF

E F G A B ¢ D||1] |6
sP""(EY=1F G A B C D E{[0[=|A (32)

G A B ¢ D E F|lo] |B

A B C D F Gllo] |c

B ¢ b E F ¢ Allod Lpl

Ovviamente, i vettori fondamentali possono essere tra di loro sommati. Coerentemente con la
notazione in questa sede adoperata, i vettori ottenuti saranno caratterizzati dall’avere apici che
riveleranno la posizione delle componenti non nulle (uguali ad 1).

d' +d’” =d'” = (1,0,0,0,0,0,1) (33)
d®+d” =d3 =(0,0,1,0,0,0,1) (34)

d' + d?® + d° = d'3° = (1,0,1,0,1,0,0) (35)
d'+d3+d°+d” =d"?37 =(1,0,1,0,1,0,1) (36)

Possiamo assegnare un nome ai vettori appena ottenuti. Assai intuitivamente, d'’ puo essere
denominato vettore fondamentale “Monk-Powell (siccome sia Thelonious Monk [8] [9] che Bud
Powell [10] [11] erano soliti suonare, con la mano sinistra, diadi costituite dalla tonica e dalla settima
dell’accordo), d®’ vettore fondamentale delle “note guida”, d**® vettore fondamentale delle triadi,
d®357 vettore fondamentale degli accordi di settima.
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7
CIon,n(X) — Slon,n(X) . d1357 — Z Silon,n(X) di1357 (37)

i=1

Ad esempio, tenendo in considerazione (6) e (37), abbiamo:

5
CLyd(y) — Clon,4(X) — Slon,4(X) . d1357 Y =X+ Et (38)

Dalla (38), ponendo X = C, otteniamo:
cWA(F) = s'on4(C) - d'357 = F + A+ C + E = Fmaj7 (39)

Com’¢ facile intendere, possiamo anche considerare vettori le cui componenti sono accordi. A tal
proposito, denotiamo con h'"(X) il vettore le cui componenti non sono altro che gli accordi di settima
che scaturiscono, ordinatamente, dall’armonizzazione della scala lonica di X. E agevole verificare
come il suddetto vettore possa essere banalmente ottenuto nel smodo seguente:

hon(X) = MIon(X) - d1357 (40)

Dall’identita precedente, ponendo, ancora una volta, X = C, otteniamo istantaneamente:
hion(C) = MIon(C) - d1357 (41)

Piu esplicitamente, dalla (41) possiamo scrivere:
C D E F 17 [Cmaj7q
0 Dm7
1 Em7
hi°n(C) = 0| =|Fmaj7 (42)
1 G7
0 Am7
1

W rxrm m o

ST <> T B N - VI SO
Q M m 9 O w x
X m m 9O O w

O I > O m Im
O o T » O =
M O O T > O

4. OSSERVAZIONI FINALI

Sebbene I’approccio in questa sede brevemente descritto possa essere considerato, al meno in certa
misura, concretamente innovativo, € doveroso sottolineare, per onesta, come la rappresentazione delle
scale in forma vettoriale (Pitch-Class Set) costituisca tutto fuorché una novita. [12] [13] Ad esempio,
La scala lonica puo essere alternativamente descritta come segue:
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sfor ={0,2,4,5,7,9,11} (43)

Gli elementi del set (le componenti del vettore) rappresentano la distanza tra i gradi della scala (dal
primo al settimo) e la tonica: il primo € nullo, siccome la distanza tra la tonica e sé stessa e uguale a
zero, il secondo e uguale a 2, siccome la distanza tra la sopratonica e la tonica e uguale a 2 semitoni,
il terzo e uguale a 4, siccome la distanza tra la mediante e la tonica é uguale a 4 semitoni, e cosi via.
In ultimo, evidenziamo come la linea di ragionamento in questa sede presentata possa essere
agevolmente applicata a qualsivoglia scala eptafonica: considerando, ad esempio, la scala Ipoionica,
& possibile ottenere il corrispondente tensore modale M'P° nonché il vettore armonizzazione h'.
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